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1Spänningar
τ

σ Normalspänning: σ = spänningskomponent vinkelrät mot snittytaSkjuvspänning: τ = spänningskomponent tangentiellt till snittytaSpänningstillstånd i ett plan, vinkelrätt mot en hu-vudspänning
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σϕ = σx cos2 ϕ + σy sin2 ϕ + 2τxy sinϕ cos ϕ
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σy − σx
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sin 2ϕ + τxy cos 2ϕHuvudspänningar o
h huvudspänningsriktningar
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σ1 + σ2 = σx + σyMaximala skjuvspänningen i planet är
(τmax)planet =

σ1 − σ2
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2Maximala skjuvspänningen är
τmax = max( |σ1 − σ2|

2
;
|σ1|
2

;
|σ2|
2

;

)TöjningarNormaltöjning: ε = relativ ländändring =
L − Lo

Lodär Lo=ursprunglig längd, L=ny längdSkjuvtöjning: γ = minskning av ursprunglig rät vinkel(orsakad av deformation)Deformationstillståndet i ett plan, vinkelrätt mot enhuvudspänningsriktning
η

ξ

ϕ

y

x

εξ = εx cos2 ϕ + εy sin2 ϕ + γxy sinϕ cos ϕ

γξη = (εy − εx) sin 2ϕ + γxy cos 2ϕdär
εx är töjningen av ett linjeelement i x-riktningen
εy är töjningen av ett linjeelement i y-riktningen
εξ är töjningen av ett linjeelement i ξ-riktningen
γxy är skjuvningen av axelkorset xy, dvs. minskningen av denräta vinkeln mellan x- o
h y-riktningen
γξη är skjuvningen av axelkorset ξη, dvs. minskningen av denräta vinkeln mellan ξ- o
h η-riktningen



3Huvudtöjningar o
h huvudtöjningsriktningar
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tanα1 =
2(ε1 − εx)

γxy

tanα2 =
2(ε2 − εx)

γxy

ε1 + ε2 = εx + εyMaximala skjuvningen i planet är
(γmax)planet = ε1 − ε2Samband mellan spänningar o
h töjningarEnaxlig belastning

F F
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σx =
F

A
σy = σz = τxy = τyz = τzx = 0

εx =
σx

E
εy = εz = −νεx ; γxy = γyz = γzx = 0Hookes generaliserade lag
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4eller löst med avseende på spänningarna
σx =

E

1 + ν
[(εx +

ν

1 − 2ν
(εx + εy + εz)]

σy =
E

1 + ν
[(εy +

ν

1 − 2ν
(εx + εy + εz)]

σz =
E

1 + ν
[(εz +

ν

1 − 2ν
(εx + εy + εz)]

τxy = Gγxy

τyz = Gγyz

τzx = Gγzxdär
E är elasti
itetsmodulen
G är skjuvmodulen G =

E

2(1 + ν)

ν är Poissons talHookes lag vid plant spänningstillståndEn huvudspänning är noll. Välj koordinatsystemet så att denna huvudspän-ning är σz = 0. Då gäller o
kså att τyz = τzx = 0

εx =
1

E
(σx − νσy)

εy =
1

E
(σy − νσx)

γxy =
τxy

Geller löst med avseende på spänningarna
σx =

E

1 − ν2
(εx + νεy)

σy =
E

1 − ν2
(εy + νεx)

τxy = GγxyFlythypoteserInitiering av plasti
itet sker när
σe = σsdär σe är e�ektivspänningen o
h σs är strä
kgränsen.



5Skjuvspänningshypotesen (Tres
as �ytkriterium)
σe = max(|σ1 − σ2|; |σ1 − σ3|; |σ2 − σ3|)Deviationsarbetshypotesen (von Mises �ytkriterium)
σe =

√

1

2
[(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2)]Detta uttry
k är ekvivalent med

σe =

√

1

2

[
(σx − σy)2 + (σy − σz)2 + (σz − σx)2 + 6(τ 2

xy + τ 2
yz + τ 2

zx)
]Spe
iellt vid plant spänningstillstånd kan hypoteserna skrivasSkjuvspänningshypotesen σe = max(|σ1 − σ2|; |σ1|; |σ2|)Deviationsarbetshypotesen σe =

√

σ2
x + σ2

y − σxσy + 3τ 2
xyVid ren skjuvning fåsSkjuvspänningshypotesen σe = 2|τ |Deviationsarbetshypotesen σe =

√
3|τ |VridningFör en roterande axel gäller

Mv =
P

ωdär Mv är vridmomentet i en axel som överför e�ekten P vid vinkelhastig-heten ωFör maximal vridskjuvspänning τvmax gäller
τvmax =

Mv

Wv

Wv är vridmotståndet (se tabell)För förvridningsvinkel ϕ mellan axelns ändytor gäller
ϕ =

MvL

GK

L är axellängden
K är vridstyvhetens tvärsnittsfaktor (se tabell)



6 Tvärsnitt Wv KTunnväggigt 
irkulärtslutet tvärsnitt medkonstant väggtjo
klek d

t

πd2t

2

πd3t

4Tjo
kväggigt 
irkulärtslutet tvärsnitt
dydi
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i )

16dy

π(d4
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32Massivt 
irkulärttvärsnitt
d
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32Massivt liksidigttriangulärt tvärsnitt
s

s3

20

√
3

80
s4Massivt rektangulärttvärsnitt

h

b

η2hb2 η3hb3

η2 o
h η3 bestäms ur diagramÖppna tvärsnitt, sam-mansatta av smalarektanglar ∑
b3

i hi

3bmax ∑
b3

i hi

3Slutet tunnväggigtrörtvärsnitt avgodty
klig form medvariabel väggtjo
klek s

s
=

0t(s)

2Atmin 4A2

∮
ds
t

A är den av medelomkret-senomslutna areanÖppet tunnväggigtrörtvärsnitt avgodty
klig form medkonstant väggtjo
klek t
ct2

3

ct3

3

c är medelomkretsens längd
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0.10BalkböjningPositiva de�nitioner på belastningsintensitet, tvärkraft o
h böjande moment.
q

z
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w
z

x
y
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Mb

z

x
yFör balkens totala belastning Q, positiv riktad uppåt, gäller

Q =

∫ L

0

qdxJämviktsdi�erentialekvationerna för balken ges av
dT

dx
= −q

dMb

dx
= T



8Böjspänningar (ingen normalkraft)Koordinatsystemet ligger sådant att x-axeln går genom tvärsnittets tyngd-

punkt.
ρ

e

Mb

z
σ

x

z

yneutralplanemedellinje
böjningsaxel tp

σ = E
z

ρ
ρ är neutralplanets krökningsradie.

σ =
Mb

Iy

z Iy är yttröghetsmomentet kring y-axeln.För maximal böjspänning σb i ett snitt gäller
σb =

|Mb|
Wb

Wb är böjmotståndetFör Wb gäller
Wb =

Iy

e
e = |zmax| är största avståndet från neutralplanet till yttersta �bernAllmänt om yttröghetsmoment

x

ytp Yttröghetsmomentet kring x-axel Ix =

∫

y2dAYttröghetsmomentet kring y-axel Iy =

∫

x2dADeviationsmomentet kring axelkorset xy Dxy =

∫

xydA



9Steiners sats
x

y

x1

tpa

För yttrögetsmomentet Ix1
kring en axel parallel meden axel genom tyngdpunkten gäller

Ix1
= Ix + a2A A är tvärsnittsarean

a är avståndet mellan axlarna.För tröghetsradien i gäller
i =

√

I

AElastiska linjen
ρ

Mb Mb

För neutralplanets krökningsradie gäller
1

ρ
=

Mb

EIdär I är tvärsnittytans tröghetsmoment kring böj-ningsaxeln.Elastiska linjens di�erentialekvation är
EI

d2w

dx2
= −MbSammansatt belastning

z

x + =
z

x + =
N N

Mb Mb

σx =
N

A
σx =

Mb

I
z σx =

N

A
+

Mb

I
zBalk utsatt för böjande moment o
h normalkraft

σx =
Mb

Iy

z +
N

A



10Vektorer
êy
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êz

z

êx

x

Vektor̄
v =vxêx + vyêy + vz êz

(êx, êy, êz) = basvektorer
(vx, vy, vz) = komponenterStorleken v = |v̄| av vektorn v̄ är

v = |v̄| =
√

v2
x + v2

y + v2
zEnhetsvektorn v̂ i v̄:s riktning ges av

v̂ =
v̄

|v̄|Skalärprodukt
ā

b̄
θ ā · b̄ = ab cos θ eller ā = axbx + ayby + azbzVektorprodukt

ā

b̄
ā × b̄

θ

ā× b̄ är vinkelrät mot planet som ges av ā o
h b̄ (höger-handssystem: ā, b̄, ā × b̄).
ā × b̄ = (aybz − azby, azbx − axbz, axby − aybx)o
h storleken av ā × b̄ ges av
|ā × b̄| = ab sin θ

︸ ︷︷ ︸Area för parallellogrammet som spänns upp av ā o
h b̄Moment
r̄

F̄M̄

P

Kraften F̄ ger ett moment kring P enligt M̄ = r̄ × F̄ .



11HydrostatikTry
k Det absoluta try
ket på djupet h i en vätska med den-siteten ρ ges av
p = p0 + ρghdär p0 är atmosfärstry
ket ovanför vätskeytan o
h ρgh övertry
ket på djupet

h.LyftkraftDen resulterande lyftkraften F på en kropp, helt eller delvis nedsänkt i envätska med densiteten ρ ges av
F = ρV gdär V är depla
ementet, eller den undanträngda vätskans, volym.



12Kinematik för punktmassa
xy-koordinater

x

y
v̄

ā

{

vx = ẋ

vy = ẏ

{

ax = ẍ

ay = ÿNormal-tangentkoordinater
v̄

êt

ên ρ

ω

ā

{

vt = v = ρω

vn = 0







at = v̇

an =
v2

ρ
= ρω2Polära koordinater

v̄

êθ

êr

θ
r̄

ā

{

vr = ṙ

vθ = rθ̇

{

ar = r̈ − rθ̇2

aθ = 2ṙθ̇ + rθ̈

Energiprin
ipen
m

ds̄

mg

2

1

h2

h1

1

2
mv2

1
+ mgh1 +

∫
2

1

F̄u · ds̄ =
1

2
mv2

2
+ mgh2där F̄u är resultanten till samtliga kraftersom verkar på partikeln (exklusive tyngd-kraften som redan är beaktad i termenmg(h2−

h1)).



13Elastisk energi i en fjäderDen elastiska energin Ve som lagras i en fjäder kan skrivas som
Ve =

1

2
kδ2där k är fjäderkonstanten o
h δ fjäderns deformation.Impluslagen

∫ t2

t1

F̄ dt =

∫
2

1

d(mv̄) mv̄ är rörelsemängden för systemeto
h F̄ är kraftresultanten som verkar på systemet.Rak 
entral stötImpulslagen ger (då F̄ = 0) att rörelsemängden före stöt = rörelsemängdenefter stöt.studskoe�
ient =
hastighet med vilken kropparna avlägsnar sig från varandrahastighet med vilken kropparna närmar sig varandraStel kropp i plan rörelseRörelsemängdsmomentet kring en punkt P ges av

H̄p =

∫

r̄ × v̄dmRotation kring �x axelFrån rörelsemängdsmomentet kring �x axel genom punkten P fås
Mp =

dHp

dtdär Mp är momentet kring axeln genom punkten P o
h Hp är rörelse-mängdsmomentet kring axeln genom punkten P . Vi har
Hp = Jpω



14där ω är vinkelhastigheten o
h där masströghetsmomentet ges av
Jp =

∫

R2dm(typiska masströghetsmoment ges av tabell senare)Allmän plan rörelse
F̄ = māTP

MTP =
dHTP

dtdär MTP är momentet kring tyngdpunkten (TP) o
hHTP är rörelsemängdsmo-mentet kring TP. Vi har
HTP = JTP ωdär JTP är masströghetsmomentet o
h ω vinkelhastigheten. Typiska masströg-hetsmoment ges av tabell senare.Svängningar - system med en frihetsgrad

m

u

P (t)

k

c Fjäder Fe = ku, dämpare Fd = cu̇.Vi får
mü + cu̇ + ku = P (t)omskrivning ger

ü + 2ξωou̇ + ω2

ou =
P (t)

mdär
ωo =

√

k

m

ξ =
c

2mωo
relativa dämpningen



15Odämpat system
ü + ω2

ou =
P (t)

m
ωo =

√

k

m
= egenvinkelfrekvens [rad/s℄Om yttre kraft P (t) = 0 fås

T =
2π

ωo

= period [s℄ = tid för hel svängning
f =

1

T
= egenfrekvens [
ykler/s℄ = Hertz



16 Masströghetsmoment med avseende på tyngdpunktTvärsnitt JTPTunnväggigt rör
r

L/2 L/2

z

y

x Jx = Jy = 1

2
mr2 + 1

12
mL2

Jz = mr2Homogen 
ylinder
r

L/2 L/2

z

y

x Jx = Jy = 1

4
mr2 + 1

12
mL2

Jz = 1

2
mr2Rätvinklingparallellepiped

b

a

L/2 L/2

z

y

x Jx = 1

12
m(a2 + L2)

Jy = 1

12
m(b2 + L2)

Jz = 1

12
m(a2 + b2)Jämntjo
k smalstång

L/2 L/2

z

y

x Jx = Jy = 1

12
mL2

Jz ≈ 0Halvklot
y

z

x

r

3r/8
Jx = Jy = 83

320
mr2

Jz = 2

5
mr2



17Masströghetsmoment med avseende på tyngdpunktHomogent klot
y

z

x

Jx = Jy = Jz = 2

5
mr2Tunnväggigtsfäriskt skal

y

z

x

Jx = Jy = Jz = 2

3
mr2Koniskt skal

z

y

x

2h/3
h/3

r

Jx = Jy = 1

4
mr2 + 1

18
mh2

Jz = 1

2
mr2Rät 
irkulär kon

z

y

x

3h/4
h/4

r

Jx = Jy = 3

20
mr2 + 3

80
mh2

Jz = 3

10
mr2




